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Introduction aux me´thodes semiclassiques en chaos quantique
Amaury MOUCHET
novembre 1996
Le chaos quantique de´signe l’e´tude quantique des syste`mes dont le comportement classique est chaotique.
En simplifiant a` l’extreˆme, on peut dire qu’il se de´gage deux « philosophies »comple´mentaires pour taˆcher de
comprendre la physique de tels syste`mes. La premie`re est analogue a` celle des physiciens qui, il y a un sie`cle,
ont introduit la notion d’ensemble statistique afin de de´crire les proprie´te´s thermodynamiques macroscopiques
d’un syste`me dont le comportement microscopique e´tait incommensurablement complexe a` cause du grand
nombre de degre´s de liberte´ implique´s. La de´marche dont on connaˆıt le succe`s, consiste a` s’affranchir d’une
information microscopique, de toute fac¸on inessentielle, en substituant au manque d’information des lois de
probabilite´ ne refle´tant qu’un petit nombre de proprie´te´s pertinentes. On gagne ainsi en universalite´ ce que
l’on perd en complexite´. La the´orie des matrices ale´atoires s’appuie sur la meˆme ide´e : ce n’est pas le de´tail
microscopique des hamiltoniens mis en jeu qui est important, mais plutoˆt leurs syme´tries globales. L’une des
grandes re´ussites de cette the´orie est d’avoir montre´ qu’en imposant un petit nombre de contraintes sur une
distribution suppose´e ale´atoire des e´le´ments de matrice de ces hamiltoniens, on pouvait rendre compte de
certaines proprie´te´s universelles caracte´risant la nature chaotique ou inte´grable des syste`mes complexes [Pour
une introduction sur l’application de la the´orie des matrices ale´atoires au chaos quantique, on pourra se reporter
au cours de Bohigas (1989) et, pour une approche plus historique, a` (Weidenmu¨ller, 1995)].
Le second angle d’attaque consiste a` se placer plus explicitement a` « l’interface »entre the´orie classique
et quantique. Le re´gime, appele´ semiclassique, dans lequel ces deux the´ories se recouvrent, correspond a` des
syste`mes dont les actions mises en jeu sont beaucoup plus grandes que la constante de Planck h¯. Contrairement
a` ce qui se produit en comparant the´ories (classiques) relativiste et non relativiste ou` les comportements des
observables quand la vitesse de la lumie`re c→ +∞ sont bien de´finis, la limite semiclassique h¯→ 0 est hautement
singulie`re et refle`te la dichotomie qu’il y a entre nos visions classique et quantique [voir a` ce sujet l’excellente
introduction « Theories as limits of other theories »du cours de Berry (1989)]. La motivation des the´ories
semiclassiques est justement d’e´tablir des ponts entre ces deux dernie`res et c’est dans ce cadre que se situe le
travail pre´sente´ dans cette the`se. Auparavant, esquissons brie`vement un tableau de la physique semiclassique.
• • •
De prime abord la me´canique classique a e´videmment fourni les premiers points d’ancrage aux pionniers fon-
dateurs des the´ories quantiques. Si le principe de correspondance, e´nonce´ dans sa version quasi-de´finitive par
Bohr (Jammer, 1966, §3.2), apparaissait somme toute assez naturel puisque le monde macroscopique — de´fini
par un re´gime d’actions infiniment plus grandes que h¯— restait de´crit correctement par la the´orie classique, les
re`gles empiriques de quantification propose´es essentiellement par Sommerfeld (Jammer, 1966, §3.1) n’e´taient
pas, quant a` elles, sans soulever de nombreuses difficulte´s. Difficulte´s the´oriques d’une part puisque, meˆme en ce
qui concernait les syste`mes ou` elles permettaient de reproduire correctement les raies des atomes hydroge´no¨ıdes,
ces re`gles ne s’appuyaient pas sur une justification satisfaisante. Difficulte´s pratiques d’autre part, puisqu’une
formulation ge´ne´rale faisait cruellement de´faut. Plus pre´cise´ment, dans la the´orie dite de Bohr-Sommerfeld
de´crivant les e´tats lie´s d’un syste`me a` un degre´ de liberte´, on maintenait les e´quations d’e´volution classiques
pour les variables canoniques (p, q) mais on ne conservait parmi leurs solutions que celles telles que
1
2pi
∫ tinitial+T
tinitial
p(t)q˙(t) dt ∈ h¯N\{0} (1)
ou` T est la pe´riode du mouvement classique. La ge´ne´ralisation de cette re`gle aux syste`mes se´parables multidi-
mensionnels propose´e par Sommerfeld, Wilson, Schwarzschild et Epstein (Jammer, 1966, §3.1) en imposant la
condition (1) pour chaque degre´ de liberte´ restait trop restrictive et de surcroˆıt introduisait un syste`me privile´gie´
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de coordonne´es dans l’espace des phases. Einstein (1917) [(Percival, 1977, pour une mise en relief moderne
de ce travail)voir] a montre´ que l’on pouvait lever cette dernie`re difficulte´ et ge´ne´raliser les re`gles pre´ce´dentes
en imposant des conditions de quantification portant des invariants inte´graux :
∀ k ∈ {1, . . . ,d} ,
1
2pi
∮
Ck
p · dq ∈ h¯N\{0} (2)
ou` d est le nombre de degre´s de liberte´. Ces conditions s’appliquent non seulement aux syste`mes se´parables mais
en fait de`s que l’e´volution dans l’espace des phases reste borne´e et inte´grable. Dans ce cas, en vertu du the´ore`me
de Liouville (Arnold, 1978, §49), l’espace des phases est feuillete´ en tores labelle´s par les d constantes du
mouvement C
def
= (C1, . . . , Cd). Pour chaque valeur de C, on peut choisir une famille quelconque Ck∈{1,...,d} de d
lacets trace´s sur chaque tore associe´ a` C et homotopiquement distincts. Les valeurs de C quantiquement ob-
serve´es sont alors telles que les conditions (2) soient toutes re´alise´es et ne sont donc se´lectionne´es que par valeurs
discre`tes. Le grand me´rite de cette formulation e´tait que non seulement elle e´largissait la classe des syste`mes
quantifiables mais qu’en outre elle e´tait explicite´e dans un langage ge´ome´trique, c’est a` dire inde´pendant du
syste`me de coordonne´es choisi dans l’espace des phases. Cependant, et Einstein lui meˆme le soulignait, une telle
formulation perdait son sens pour quantifier des syste`mes non inte´grables et notamment les syste`mes ergodiques
qui, par ailleurs, jouaient un roˆle crucial dans les fondements de la physique statistique microcanonique.
Si, on le voit, les premiers balbutiements de la me´canique quantique consistaient essentiellement a` ne retenir
parmi les solutions classiques qu’un nombre discret d’entre elles au moyen de conditions ad hoc de´pendant
de h¯, les approches ulte´rieures — dues d’une part a` Heisenberg, Born et Jordan (Jammer, 1966, §5.1) (Van
Der Waerden, 1967, part. II) qui les ont formule´es dans un langage matriciel et, d’autre part, a` De Broglie et
Schro¨dinger (Jammer, 1966, §5.3) ou` le statut ondulatoire de la the´orie fut de´finitivement e´tabli — s’e´cartaient
drastiquement des concepts classiques tant par la nature des observables que par leur interpre´tation. La seule
re´fe´rence a` la the´orie classique dans la formulation de Dirac (1958), unifiant me´canique matricielle et ondu-
latoire, e´tait une formulation plus quantitative du principe de correspondance a` savoir un ensemble de re`gles
plus ou moins ambigue¨s permettant de construire les observables quantiques a` partir de leurs analogues clas-
siques. Le statut de la physique classique pour de´crire le monde microscopique a bascule´ d’autant plus vite
vers un roˆle apparemment secondaire qu’est apparue tre`s toˆt la ne´cessite´ d’introduire des observables, les spins,
n’ayant aucun analogue classique. Malgre´ tout, un bon nombre d’approches, dont les me´thodes introduites par
Born et Oppenheimer en 1927 (Messiah, 1964, vol.2, chap XVIII, §16) repre´sentent la meilleure illustration,
continuaient a` me´ler de manie`re quelque peu hybride observables classiques et observables quantiques.
Ces bouleversements the´oriques ont donne´ une nouvelle ampleur a` la question de savoir comment la de´marche
classique pouvait eˆtre justifie´e aux e´chelles macroscopiques a` partir de la the´orie quantique. En effet, il ne
s’agissait plus alors d’affirmer simplement que l’on retrouvait la continuite´ classique de`s lors que les e´carts entre
valeurs autorise´es des invariants inte´graux devenaient ne´gligeables en meˆme temps que h¯, mais il fallait de´sormais
donner un sens a` la limite semiclassique des solutions de l’e´quation de Schro¨dinger. La difficulte´ essentielle, qui
est a` l’origine de l’ensemble des the´ories semiclassiques, est que cette e´quation ne se pre`te pas a` une approche
perturbative quand h¯ → 0. Cela peut s’interpre´ter physiquement de la fac¸on suivante : meˆme si l’on peut, en
vertu du comportement des ine´galite´s d’Heisenberg quand h¯→ 0, donner un sens a` un « e´tat initial classique »en
fixant simultane´ment la position et l’impulsion du syste`me et s’assurer graˆce au the´ore`me d’Ehrenfest (Cohen-
Tannoudji, Diu & Laloe¨, 1980, chap. III §D.1.d)Voir par exemple que les valeurs moyennes des observables
suivent les lois du mouvement classique, l’e´talement du paquet d’onde au cours du temps de´truit en ge´ne´ral
l’e´tat classique lorsque l’on regarde l’e´volution du syste`me pendant un temps suffisamment long 1. Pourvu
que l’on maˆıtrise bien l’ordre des limites h¯ → 0 et t → ∞, on est cependant capable de construire des e´tats
quantiques dont la dynamique reveˆt indiscutablement certains aspects classiques. Depuis l’introduction des
premiers e´tats cohe´rents par Schro¨dinger en 1927, un large travail s’est e´tendu autour des repre´sentations des
e´tats dans l’espace des phases ainsi que de leur e´volution temporelle (Perelomov, 1986; Heller, 1989). Ce
domaine de recherche reste encore en pleine activite´ et a permis de de´velopper des outils efficaces permettant de
mieux comprendre une vaste gamme de phe´nome`nes notamment en optique quantique. En outre, la de´couverte
1Re´cemment, on a pu montrer que c’est le couplage d’un syste`me quantique avec son environnement (y compris les appareils
de mesure) qui e´tait a` l’origine de la de´cohe´rence de ses fonctions d’ondes et leur permettait de se comporter classiquement
(Zurek, 1991, et ses re´fe´rences).
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des cicatrices (Heller, 1989, §7.3)voir par exemple, c’est a` dire des e´tats stationnaires quantiques localise´s au
niveau des orbites pe´riodiques classiques, a renforce´ encore plus la conviction que la me´canique classique restait
un guide incontournable.
Une approche comple´mentaire due a` Jeffreys (1925), Kramers (1926), Brillouin (1926a) et Wentzel
(1926) fut de construire directement des solutions approche´es de l’e´quation de Schro¨dinger en utilisant des
techniques eikonales de´veloppe´es hors du contexte quantique par Debye en particulier (Jammer, 1966, §5.3).
L’ide´e sous-jacente de la the´orie (j)wkb est d’obtenir la me´canique classique comme approximation de la
me´canique quantique quand la longueur d’onde de De Broglie est petite devant les e´chelles classiques de la
meˆme fac¸on que l’on retrouve l’optique ge´ome´trique a` partir de l’optique ondulatoire quand la longueur d’onde
de la lumie`re est infime. En e´crivant une solution de l’e´quation Schro¨dinger sous la forme
ψ(x, t; h¯) = A(x, t; h¯) e
i
h¯
S(x,t)
(3)
ou` A et S sont deux fonctions lisses de leurs arguments, on peut en effet montrer que, sous des hypothe`ses tre`s
larges et lorsque h¯→ 0, S ve´rifie l’e´quation de Hamilton-Jacobi du proble`me classique associe´ et repre´sente donc
en premie`re approximation une action classique. Plus pre´cise´ment, ψ de´crit un fluide de particules classiques
inde´pendantes et les densite´s de particules et de courant de ce fluide en chaque point de l’espace sont a` tout
instant respectivement e´gales a` la densite´ de probabilite´ et de courant de probabilite´ de la particule quantique
en ce point (Messiah, 1964, chap. VI). En outre, Brillouin (1926b) et, bien plus tard mais sur des bases plus
solides Keller (1958), ont montre´ par ces techniques que les conditions aux limites impose´es par un potentiel
inte´grable et confinant sur les fonctions d’onde (3) conduisaient aux contraintes d’Einstein (2) qui deviennent
donc des e´quations non plus exactes mais semiclassiques (appele´es e´quations ebk). Le bon accord entre (2) et
l’expe´rience dans bon nombre de situations justifient donc l’approximationwkb. Un autre re´sultat semiclassique,
qui suit les travaux pre´ce´dents, est duˆ a` Van Vleck (1928) qui donne une approximation non pas des fonctions
d’onde mais des propagateurs de l’e´quation de Schro¨dinger. Si U(t) de´note l’ope´rateur d’e´volution du syste`me
au temps t, son e´le´ment de matrice entre le bra 〈q′ | et le ket |q 〉 est approximativement donne´ par
〈q′ |U(t) |q 〉 ≃
∑
t
√∣∣∣∣ ∂2St∂q′∂q
∣∣∣∣ e ih¯St(q′,q;t) eipiνt/2 (4)
quand h¯→ 0. La somme porte sur toutes les trajectoires classiques t reliant q′ a` q en un temps t et St repre´sente
l’action classique le long de t conside´re´e comme fonction de ses extre´mite´s. νt est un entier de´pendant uniquement
du nombre et de la dimension des caustiques du flot hamiltonien classique rencontre´es par t 2.
On arrive ainsi au cœur de la proble´matique moderne des the´ories semiclassiques. La limite de quantite´s
construites a` partir des e´tats quantiques est singulie`re quand h¯→ 0 et cette singularite´ se traduit par des termes
oscillants a` une fre´quence proportionnelle a` 1/h¯ comme on le voit sur (3) et (4). On est conduit alors a` s’interroger
sur la possibilite´ de ge´ne´raliser des expressions comme celle obtenue par Van Vleck qui, pour h¯ fixe´ mais petit
devant les actions classiques, permet de calculer dans une excellente approximation une quantite´ quantique a`
partir de h¯ et d’ingre´dients uniquement classiques. Il reste e´tonnant qu’il ait fallu attendre quarante ans pour
que les travaux pre´curseurs de Jeffreys, Kramers, Brillouin, Wentzel et Van Vleck se trouvent conside´rablement
enrichis tant par une meilleure compre´hension de la dynamique quantique et classique que par un e´largissement
de leurs domaines d’applications.
Les travaux de Maslov (Maslov & Fedoriuk, 1981) ont donne´ a` l’approximation semiclassique des fonde-
ments mathe´matiques plus rigoureux notamment en controˆlant mieux les erreurs induites par des substituts de
la forme (3). Plus pre´cise´ment, Maslov a montre´ que les amplitudes des termes rapidement oscillant pouvaient
chacune s’e´crire comme un de´veloppement asymptotique en puissances de h¯ dont le terme dominant conduit
a` l’interpre´tation semiclassique wkb rappele´e ci-dessus. En outre, la formulation de Feynman de la me´canique
quantique (Feynman & Hibbs, 1965), inspire´e directement du principe de Huygens-Fresnel (Arnold, 1978,
§46)la discussion de ce principe dans le contexte de la me´canique classique peut-eˆtre trouve´e dans a` la suite
d’une remarque de Dirac, permet de mieux comprendre d’un point de vue physique pourquoi la dynamique
classique structure au moins partiellement la dynamique quantique. En effet, on peut souvent e´crire une quan-
tite´ quantique Q(h¯) comme re´sultat d’une interfe´rence entre chemins de l’espace des phases appartenant a` un
2La situation originellement conside´re´e par Van Vleck ne correspondait qu’a` un seul t et a` νt = 0 pour q
′, q et t fixe´s.
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ensemble Γ mais non contraints de ve´rifier un principe de moindre action. Par exemple,
Q(h¯) =
∫
[p(t),q(t)]∈Γ
F [p(t), q(t); h¯]e
i
h¯
W [p(t),q(t)]
D[p(t), q(t)] (5)
ou` D est une « mesure »de Feynman de´finie sur l’ensemble Γ 3. F et W sont deux fonctionnelles des che-
mins [p(t), q(t)] et F de´pendant de fac¸on lisse de h¯. Les contributions principales a` l’inte´grale (5) proviennent
du bord de Γ mais aussi des chemins de Γ ou` la phase W est stationnaire, c’est a` dire que l’on se´lectionne ainsi
dans Γ les solutions p classiques qui rendent W extre´mal. La mise en œuvre explicite de l’approximation de la
phase stationnaire conduit donc a` un de´veloppement du type
Q(h¯) ∼
h¯→0
Q¯(h¯) +
∑
p
A[p, h¯] eiW [p]/h¯ (6)
ou` Q¯(h¯) repre´sente la contributions des termes de bord. Q¯ et les amplitudes A sont des fonctions de h¯ au
moins continues au voisinage de 0. En ne conservant que les termes d’ordre dominant en h¯, on retrouve alors
le de´veloppement (4) puisque dans ce cas les termes de bords sont absents et que W [p(t), q(t)] =
∫ t
0
{pq˙ −
H(p, q)}dt ou`H est le hamiltonien classique associe´ a` la dynamique quantique de´finie par U . Les de´veloppements
asymptotiques de Maslov s’obtiennent en poussant formellement l’approximation de la phase stationnaire a` tous
les ordres en h¯.
La deuxie`me quantite´ quantique a` avoir e´te´ calcule´e semiclassiquement est la fonction N(E) qui compte
le nombre de niveaux d’e´nergie infe´rieure a` E pour un syste`me lie´. La densite´ de niveaux d’e´nergie s’obtient
par ρ
def
= dN/dE qui s’exprime en fonction du spectre σ = {En}n∈I⊂N par le peigne de Dirac :
ρ(E) =
∑
En∈σ
δ(E − En) . (7)
De fac¸on plus ge´ne´rale, la de´termination du spectre d’un ope´rateur diffe´rentiel est un proble`me central dans
maints domaines de la physique (voir l’introduction de Baltes & Hilf, 1976) et son comportement asympto-
tique pour de grands vecteurs d’onde fournit de´ja` bon nombre d’indications pre´cieuses. Dans le cas de N(E) et
de ρ(E) on peut montrer que les termes de bords sont non seulement pre´sents mais qu’en outre ils dominent les
contributions oscillantes a` la limite semiclassique. A` l’ordre le plus e´leve´, ρ¯(E) s’obtient en divisant le volume
dans l’espace des phases de la couche d’e´nergie E par le volume d’occupation minimal d’un e´tat individuel
autorise´ par les ine´galite´s d’Heisenberg. Si d est le nombre de degre´s de liberte´ et H le hamiltonien classique,
alors
ρ¯(E) ≃
1
(2pih¯)d
∫
δ
(
H(p, q)− E
)
dp dq . (8)
Le premier re´sultat de ce genre a e´te´ obtenu par Weyl pour le spectre du Laplacien dans un domaine compact. La
dynamique classique associe´e correspond alors a` une particule libre rebondissant spe´culairement sur les parois
du domaine, autrement dit a` la dynamique a` l’inte´rieur d’un billard. Le proble`me de Weyl a e´te´ abondamment
e´tudie´ et e´largi (Baltes & Hilf, 1976). Notamment on a cherche´ a` obtenir et a` interpre´ter les ordres suivants
du de´veloppement asymptotique semiclassique de ρ¯(E) qui dans le cas du billard bidimensionnel de´pendent
essentiellement de sa forme (longueur du pe´rime`tre, genre, etc.). La ge´ne´ralisation de ces re´sultats donne lieu
encore a` de nombreuses questions ouvertes (Voir par exemple Eckmann & Pillet, 1995).
Si l’on veut non seulement rendre compte du comportement moyen de Q mais e´galement des fluctuations
oscillantes Qosc
def
= Q− Q¯, on a vu qu’une connaissance de la structure des trajectoires classiques p s’imposait.
Or, le comportement de la dynamique classique d’un syste`me de´pend avant tout du nombre de constantes du
mouvement implique´es : si dans le cas inte´grable les trajectoires dans l’espace des phases s’organisent en famille
re´parties sur les tores de Liouville de´crits plus haut, on sait depuis Poincare´ (1957) que ge´ne´riquement ces
structures re´gulie`res sont absentes de l’espace des phases. On comprend alors pourquoi les sommes intervenant
dans l’expression semiclassique de Qosc de´pendent de manie`re cruciale du caracte`re inte´grable ou chaotique de
la dynamique classique associe´e au proble`me quantique initial. Le premier calcul semiclassique de Qosc a e´te´
3Dans l’approche initiale de Feynman, les inte´grales ne portaient que sur les chemins dans l’espace de configuration (formulation
lagrangienne). La ge´ne´ralisation aux chemins dans l’espace des phases, plus conforme a` une approche hamiltonienne, est plus
tardive (Schulman, 1981, notamment le chapitre 31 et ses re´fe´rences).
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obtenu par Gutzwiller (1971) qui a donne´ une expression explicite de ρosc en termes des seules structures
invariantes pre´sentes dans l’espace des phases lorsque la dynamique est comple`tement chaotique : les orbites
pe´riodiques classiques. Le de´veloppement analogue lorsque le syste`me est inte´grable est duˆ a` Berry et Ta-
bor (1976; 1977) qui ont montre´ que les orbites classiques p qui interviennent dans (6) se regroupent sur les
tores se´lectionne´s pre´cise´ment par les conditions d’Einstein (2) 4. Un grand nombre de travaux, the´oriques,
nume´riques et expe´rimentaux (voir par exemple Giannoni, Voros & Zinn-Justin, 1991; Casati & Chiri-
kov, 1995a) ont confirme´ la pertinence de ces approches semiclassiques qui apportent a` la the´orie un support
« intuitif »classique permettant d’e´clairer des notions souvent difficiles a` saisir quantiquement. De nombreux
domaines sont directement concerne´s, en particulier la physique atomique a` petits degre´s de liberte´ [atome d’hy-
droge`ne en champ magne´tique (Delande, 1989), atome d’he´lium (Wintgen, Richter & Tanner, 1992)], la
physique nucle´aire (par exemple Strutinsky, Magner, Ofengenden & Døssing, 1977) ainsi que celle des
agre´gats (Brack, 1993).
La reconstruction de quantite´s quantiques a` partir d’ingre´dients classiques s’accompagne de difficulte´s
conside´rables qui ne sont a` ce jour que partiellement maˆıtrise´es et ce, d’autant plus que les multiples de´veloppements
de la the´orie des syste`mes dynamiques (Berry, 1978; Lichtenberg & Lieberman, 1983;Mackay & Meiss,
1987; Meyer & Hall, 1992) ont re´ve´le´ la complexite´ des solutions des e´quations classiques d’ou` a d’ailleurs
e´merge´ la notion moderne de chaos. Tout d’abord les travaux initie´s par Poincare´ (1957), Kolmogorov
(1954b), Arnold (1963) et Moser (1962) ont montre´ que ge´ne´riquement les trajectoires classiques, meˆme
dans les cas proches de l’inte´grabilite´, s’organisent en structures me´lant de fac¸on fractale la dynamique re´gulie`re
et la dynamique chaotique. Ce re´gime qualifie´ de mixte rend extreˆmement de´licate l’e´criture explicite de (6)
et a fortiori son calcul nume´rique. En effet, la pre´sence de nombreuses bifurcations de`s qu’une perturbation
est introduite modifie drastiquement le nombre et la nature des trajectoires p sur lesquelles porte la somme.
Or, par opposition au comportement extreˆmement singulier de la dynamique classique, on s’attend a` ce que le
caracte`re ondulatoire quantique lisse les de´tails aux e´chelles plus petites que la longueur d’onde de De Broglie.
Il est donc clair qu’il faille raffiner l’approche originelle de Gutzwiller si l’on veut espe´rer de´crire semiclassique-
ment la re´gularite´ de la transition chaotique/inte´grable au niveau quantique. C’est dans ce riche contexte que
s’inscrivent de multiples travaux comme ceux de Ozorio de Almeida & Hannay (1987), de Tomsovic,
Grinberg & Ullmo (1995) ainsi que le chapitre II du pre´sent me´moire.
Les situations ou` la dynamique est comple`tement chaotique [billards de Sinai, de Bunimovich (Wojtkowski,
1986; Kollmann, Stein, Stoffregen, Sto¨ckmann & Eckhardt, 1994, ainsi que leurs re´fe´rences, dans
le contexte classique et semiclassique respectivement.)voir, dynamique sur une surface a` courbure ne´gative
constante (Bogomolny, 1995), etc.] permettent d’e´viter les e´cueils provenant des re´gions correspondant a` un
re´gime mixte. En effet, dans ce cas les orbites pe´riodiques sont isole´es et stables par perturbation, les amplitudes
associe´es a` chacune d’entre elles dans la formule de Gutzwiller ne divergent donc pas. En revanche, le nombre de
termes oscillants reste en ge´ne´ral prohibitif car la de´termination des longues trajectoires est souvent extreˆmement
difficile. Un moyen de surmonter ces obstacles est de travailler avec des syste`mes dont les e´quations d’e´volution
classique sont bien maˆıtrise´es (billards, syste`mes pulse´s, dynamique symbolique, fonction ζ de Riemann etc.). La
pre´sence d’un codage, meˆme approximatif, permet parfois de dresser un inventaire des contributions oscillantes
suffisant pour obtenir des re´sultats satisfaisants. Un grand pas dans la compre´hension de ces proble`mes a e´te´
fait par Voros (1992) et Berry & Keating (1990) qui ont montre´ que dans le cas comple`tement chaotique
on pouvait resommer l’ensemble des termes correspondant a` de longues pe´riodes car ces derniers contiennent
une information redondante vis a vis de celle de´ja` pre´sente dans les autres termes y compris les termes de
Weyl (Berry & Howls, 1994). Dans le cas inte´grable, on peut formuler des conditions exactes de quantification
de type wkb en mettant a` profit la` aussi des proprie´te´s de re´surgence (Voros, 1983; Voros, 1994). De fac¸on
ge´ne´rale, a` cause des proprie´te´s analytiques des fonctions mises en jeu, il faut s’attendre a` ce qu’un sous-
ensemble des trajectoires classiques code, de manie`re le plus souvent tre`s subtile et mal comprise, une partie
de l’information totale. Comme l’ont d’ailleurs montre´ Balian et Bloch (Balian & Bloch, 1972, §3,§4
et §12), l’inclusion de solutions complexes aux e´quations classiques dans les sommes (6) permet de retrouver
semiclassiquement sinon toute, une bonne partie de l’information quantique pour des valeurs arbitraires de h¯.
Cette information peut s’exprimer sous la forme de nombreuses proprie´te´s a priori tre`s profonde´ment ancre´es
4En toute rigueur il faut tenir compte de la pre´sence des caustiques du flot dans l’espace de configuration ce qui a pour
conse´quence de modifier les conditions telles qu’elles sont e´crites en (2) (Keller, 1958).
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au niveau quantique. C’est le cas notamment de l’effet tunnel qui par de´finition reste inaccessible a` une ap-
proche purement classique. Pour retrouver les effets qui bien qu’exponentiellement petits jouent souvent un roˆle
de´terminant, on peut comprendre pourquoi les formules habituelles de Gutzwiller sont insuffisantes : Elles ne
contiennent pas de termes de´croissant exponentiellement avec h¯ de fac¸on explicite. En revanche l’inclusion de
trajectoires complexes permet de de´crire correctement l’effet tunnel et reste souvent le seul moyen de le calculer
effectivement. Si la formulation wkb permettait de´ja` de retrouver semiclassiquement l’effet tunnel pour un
degre´ de liberte´ (Landau & Lifshitz, 1958, §50), sa ge´ne´ralisation a` de plus grandes dimensions reste de´licate
surtout en pre´sence de chaos (Bohigas, Boose´, Egydio de Carvalho & Marvulle, 1993; Tomsovic &
Ullmo, 1994; Creagh, 1994; Creagh & Whelan, 1996, et leurs re´fe´rences.)Pour des travaux re´cents dans
ce domaine on pourra consulter.
D’autres effets quantiques sans analogue classique font l’objet de nombreuses recherches semiclassiques. Les
phe´nome`nes ondulatoires lie´s a` la diffraction (On pourra par exemple consulter Pavloff & Schmit, 1995;
Primack, Schanz, Smilansky & Ussishkin, 1996), entrent dans cette cate´gorie ainsi que le de´phasage des
fonctions d’onde lors d’une variation adiabatique des parame`tres classiques pilotant un syste`me, par exemple
constitue´ des e´lectrons externes d’une mole´cule dans le cadre de l’approximation de Born-Oppenheimer. Ce
de´phasage d’abord e´tudie´ quantiquement et syste´matise´ par Berry n’est compris classiquement que dans le
cas de syste`mes inte´grables. Peu de travaux (Robbins & Berry, 1992; Jarzynski, 1995) encore concernent
l’e´tude de la phase de Berry pour des syste`mes ge´ne´riquement chaotiques. Cependant dans de nombreux cas,
une approximation semiclassique apparaˆıt comme le seul moyen possible de calculer explicitement ces phases.
Les succe`s des approches semiclassiques a suscite´ l’espoir d’e´largir plus encore leurs domaines d’applica-
tion, par exemple en sortant du cadre des syste`mes lie´s et en essayant de de´crire des proprie´te´s attache´es aux
phe´nome`nes de diffusion (Smilansky, 1991; Doron & Smilansky, 1992). Les motivations ont des origines
tre`s diverses puisque l’on touche alors aussi bien aux me´canismes re´actionnels entre mole´cules (Miller, 1970)
qu’aux proble`mes de conduction dans les solides. Dans ce dernier cas, la nature du de´sordre joue un roˆle cru-
cial et notamment en ce qui concerne des phe´nome`nes mal explique´s comme la localisation (Fishman, 1995,
et ses re´fe´rences). Comme l’effet tunnel cette dernie`re semble en profond de´saccord avec la pre´diction clas-
sique. La confrontation entre les me´thodes actuelles permettant de comprendre et de pre´dire la localisation
(Casati & Chirikov, 1995a, Part one : Classical chaos and quantum localisation) et le point de vue semiclas-
sique (Scharf & Sundaram, 1996a; Scharf & Sundaram, 1996b) apparaˆıt donc comme tre`s prometteur.
En outre les progre`s de la physique des mate´riaux semiconducteurs ont permis la re´alisation expe´rimentale de
potentiels a` bords durs a` l’e´chelle me´soscopique rendant ainsi possible la construction de billards e´lectroniques
bidimensionnels dont les applications technologiques sont prometteuses. De fac¸on ge´ne´rale, les me´thodes semi-
classiques s’appliquent naturellement aux syste`mes me´soscopiques puisque l’on entend par la` des objets dont
l’e´chelle est, d’une part, suffisamment petite (de l’ordre du micron) pour que les effets ondulatoires gouvernent
leur comportement mais, d’autre part, suffisamment grande devant l’e´chelle atomique. [Le cours des Houches
(Akkermans, Montambaux, Pichard & Zinn-Justin, 1995) fournit un e´ventail tre`s complet de la physique
me´soscopique].
Depuis peu, s’est ouvert un autre domaine de pre´dilection pour les de´marches semiclassiques. En effet le
de´veloppement de la physique atomique a` tre`s basse tempe´rature permet de travailler avec des syste`mes cohe´rents
assez grands (de l’ordre de 108 atomes pour fixer les ide´es) dont on controˆle raisonnablement la dynamique. Les
atomes froids fournissent alors un moyen particulie`rement adapte´ pour mieux comprendre et tester les ide´es
semiclassiques (Robinson, Bharucha, Madison, Moore, Sundaram, Wilkinson & Raizen, 1996, et ses
re´fe´rences).
Il reste, on le constate, beaucoup a` faire concernant l’application des me´thodes semiclassiques en chaos
quantique. L’e´tude des connexions les liant a` d’autres approches tout aussi fructueuses comme la the´orie des
matrices ale´atoire me´rite d’eˆtre encore plus approfondie (Bogomolny & Keating, 1996), en particulier a` la
suite des travaux re´cents (Andreev, Simons, Agam & Altshuler, 1996, et ses re´fe´rences).
Le passage a` un nombre de degre´s de liberte´ supe´rieur a` celui conside´re´ habituellement reveˆt e´galement un
inte´reˆt particulier puisque l’on connaˆıt mal l’analogue quantique de la re´duction de Poincare´ (Bogomolny,
1992; Prosen, 1995). En outre, il serait inte´ressant entre-autre, d’e´tudier les implications quantiques, si elles
existent, de la diffusion d’Arnold (1964). On ignore aussi dans quelle mesure les empreintes que peut laisser
le chaos classique en the´orie quantique des champs pourraient eˆtre pertinentes.
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